Multiple Transitivity of Finite Permutation Groups (有限置換群の多重可移性の研究) by 中嶋 康博







学 位 の 種 類
















東北大学教授 尾畑 伸明 東北大学教授 藤原 耕二
千葉大学教授 北詰 正顕
論 文 内 容 の 要 旨
第1章 序論
一般 に、なん らか の性質を もつ集合に対 して、その性 質を保 つ よ うな集合上 の置換全体か ら自
己同型群 とその作用が得 られ る。抽象群 にっ いて も、た とえば左 正則作用 を考 えて るこ とでそれ
自身へ の作用を得 るこ とがで きる。群は どのよ うな集 合 に作用 してい る とみてい るかによって意
味が異な る こと もあ り、群 に対 してそれが作用す る集合 を考 える こ とは 自然な こ とである。
作用に関 して の よい性質のひ とっ として、可移 性(transitivity)あるいは多重可移 性(multiple
transitivity)がある。Mathieuによって1860年代に4,,5重可移 置換群Ml1,Ml2,M23,M24が発
見され て以後 、4、5あるいはそれ以上の高い可移 性をもつ非 自明な置換群 は存在す るのか とい う問
題が考 え られた。可移性 に関す る問題 は有限単純群の分類 とも関連 があ り、た とえば
非可解な素数次数の可移群は2重 可移である
とい う、1911年にBurnsideによって示 された命題が挙げ られ るe
2重 も しくは3重 可移 で ある群 と しては、アフィン変換 群AGL@,q)や、素数gに ついての
特殊線形 群PSL(2,n)などの無限系列が存在す ることが 示 され たが、4重 以 上の可移群 について
は、有 限単純群 の分類結果 によって証明がなされ た。す なわ ち、1926年にSchreieTによって予想
され た
有限単純群の外部自己同型群は可解群である
とい う命題 が 、1980年代 に完 成 され た有 限 単純 群 の分 類 結 果 に よ り肯 定 的 に解 決 され た こ とに
よっ て、4重 以 上 の 可 移性 を持 っ 非 自明 な群 は ヒ記の もの に 限 られ る とい うこ とが 示 され た。 しか
し非 常 に長 大 な もの と して知 られ る 有 限 単純 群 の 分類 を用 い て の 証 明 で あ るた め 、Schreierの予
想 も含 めて これ に よ らな い証 明 が も しあ る とす れ ば、 そ れ に は い く らか の意 味 が あ る と考 える こ
とが で き る。 こ れ らを背 景 に 、本研 究 で は、 多重 可移 群 の 存 在 性 に 関 係 す るtransitivityおよ び
h⑪mogeneityにつ い て のLivingstone-Wagnerの定 理 と、Mu.rt,in-Sa,ganによ る λ一trailsitivityと
い う概 念 に 関連 して 、2つ の成 果 を得 た 。
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第2章 基本事項及び準備
2章では、群の作用 と表現 論、またMartin-Saganの定理 の証 明中に用 い られ る対称群の既 約
表現 についての基本的な性質を説 明 した。群 が有 限集合 上に作用 してい るとき、その 鳶点部分集
合全体 上や 、ど点の組全体上 に も自然 に作用す る。 さらに、上 の作用 たち を包含す る形 で、 自然
数 の分割 に対 して定 義 され るお のお のの集合上へ の作用が ある。一般 に軌道 の個数は、その群 の
置換表 現 の指標 に よって記述 できる。また作用 が可移 で ある場合 は、そ の作用 は1点 の安定化 群
による剰余類 へ の作用 と同一視で きる。既約加 群 にっ いての性質 を述べ たSchurの補題や 、群 と
その部分群 についての指標のFrobeniusの相 互律 な ども含めて最初の部 分 に述べた。 次にYoung
tableauとよばれ る図形やYoung対称子 とよばれ る群環の元 を定義 し、それ らか ら対称群 の表 現
を2っ 定義 す る。 これ らの うち一方が既約 で ある ことと、 も う一方の加群 を既約分解す るこ とを
見たの ちに、対 称群 の表現が、ある集 合の数 によって定義 され るKostkanumberとよばれ るもの
で記述で きる とい う性 質 を述べたYoung'sruleを与 える。最後 にLieblerとVitaleによって証 明
されたKostkanumberについての性質 を、証明の細部 を補 うかたちで述べ た。先 に述べた、有 限
置換群 の与 え られ た 自然数 の分割に対応す る作用 に関す る軌道 の個数 は、Kostkanumberと指標
の内積 に よって表 され ることがわかるので、以上 を用い るこ とでMartin-Saganの定理 を得 るこ
とがで きる。
第3章 ルll3の可 移 性
3章 では、Conwayによって作 られた、13点集合 Ω 上 のある置換 か らな る集合Ml3の 可移
性 について考察 した。前述の とお り6重 可移 であ るよ うな群は存在 しない ことが知 られているが、
Conwayによれ ば 、集 合Ml3は6重 可 移で ある とされ る。一方 でMartinとSaganによって、
1Ω1の分割 とよばれ る ものひ とつひ とつに対 して、また群 だけではな く集 合に対 して も可移 性が定
義 され たが、Ml3はMartinとSaganの定義 に したが えば6重 可移((7,16)重可移)で ない こ と
になるた め、MartinとSaganによって、どの よ うな13の分割 に対 して可移性 が成立するか、 と
い う問題 が挙 げ られ た。 この問題 に取 り組み 、5重可移 な群 の適 当な剰余類 の和 を とるとや は り5
重可移 にな る とい うことを示 したのち、最初の成分が8を 超 えるよ うな13の分割 に対 して、そ の
ときに限 り、可移性 が成立す るこ とを示 した。
第4章Livingstone-Wagnerの定 理 の 部 分 的 な 一般 化
4章 で は 、Regularedge-coloringとい う もの を定 義 し調 べ る こ とでLivingstone-Wagnerの
定理 の部 分 的 な一 般 化 を 与 えた 。有 限集 合 Ω 上 の置 換 群Gと 、1釧 の 分 割 λ が与 え られ て い る
とす る と き、3章 で も触 れ て あ るが 、Gは λ に よ って 定 ま る あ る集 合 上 に作 用 し、そ の作 用 が 可
移 で あ る とき λ可 移 で あ る、 とMartinとSaganによ って 定 義 され た。 こ の よ うな定義 に よ る可
移 性の 解 釈 に よ り、Martin-Saganの定 理 か らLivingstone-Wagherの定 理 一 部 を得 られ る。
Martin-Saganの定 理 の証 明 と類似 した 手法 で 、Livingstone-Wagnerの定 理 残 りの部分 も得 る
こ とが で き な い か 、 と考 えた と ころ 、計 算機 で は確 認 で き る もの の 証 明 に は及 ば な か った 。 そ こ
で、群 論 的 あ るい は 表 現 論 的手 法 をま っ た く用 い ず に 、completedigraphのあ る条 件 下 で の辺 彩
色 を考 え る こ とで 、 一 部 で は あ るがLivingstone-Wagllerの定理 の 一般 化 と解 釈 で き る結 果 を得
る こ とが で き た の で 、Regularedge-coloringに関す る結 果 と、 そ れ か ら得 られ る群 の 軌道 に 関す
る結 果 を述 べ た.
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第5章 計算機による結果
5章では、計算機 に よる関連 結果 とそのプ ログラムを述べ た。3章 におい て、5重 可移 であ る
群 の適 当な剰 余類 の和 を とれば5重 可移 である集合 が作れ る としてお り、ConwayのMl3もその
よ うに作 られた集合で ある。M13は6重 可移 ではないが、 同様 の方法で6重 可移 である集合 を作
れ る可能性 はある。ひ とっ めの計算結果 として、5重可移 な群 としてMl2を 考 えてその剰余類 の
和集 合 で6重 可移が作れ ないか、 とい うことを考 察 してみ た。 この手段では6重 可移 な集合 を作
るこ とはできないこ とが確認 で きた。 また4章 においては、 次数が11以上である群 に対 して2点
の組全体上 の軌道 と3点 部分集合 全体上 の軌道の大小関係 を主 張 した。ふ たつめの計算結果 とし
て、次数 が10以下の際 に この主張の反例 となる群 があ るので、 これ を探す プ ログラム と、 これ ら
の群 に関す る情報 を述 べた。
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論 文 審 査 結 果 の 要 旨
群の作用 とは、シンメ トリーを記述する基本的概念であり、作用の可移性 、多重可移性はそのシンメ トリ
ーの強度 を記述する尺度である。1980年代に有限単純群の分類が完成 してか ら、置換群に関する多 くの性質
はその帰結 として得 られることになったが、極めて困難であった有限単純群の分類に依存 していたのでは置
換群 自体 に関する明解な知見を得ることは困難である。特に、有限単純群の分類によ らずに、6重 以上の可
移性を持つ非 自明な群の非存在を証明 しようと試みるのは重要な研究課題 と言える。これ らを背景に、著者
は置換群の多重可移性 に関する研究に取 り組んできた。本論文は、その成果をまとめたもので、全編5章 か
らなる。
第1章 は序論であり,本研究の背景及び目的を述べている。
第2章 では、群の作用と表現論、特に対称群の既約表現についての基本 的な性質を述べて いる。ヤ ング則
により対称群の既約表現とコス トカ数は密接に関係してお り、コス トカ数の間の重要な不等式が示されてい
る。 この不等式は第3章 以降での議論の根幹をなしている。
第3章 では、コンウェイによって構成された13点 集合上のある置換か らなる集合の可移性について考察
している。コンウェイは この集合がある意味で6重 可移であると主張 していたが、マーティンとサガンによ
り一般化 された可移性の概念に照 らし合わせて、その可移性を決定 した。 これは非 自明な置換集合について
その可移性 をきちんと決定できた重要な例であり、未解決 とされて いた問題の解答を与えている。
第4章 では、 リビングス トン ・ワグナーの定理を軌道の個数に関す る主張 に定式化して一般化 した。完全
向き付 けグラフの正則辺彩色 という概念を導入することによって、この定式化 を組合せ論的な問題に帰着 し、
簡明な議論だけで次数が11以 上の場合にリビングス トン ・ワグナーの定理の一般化に成功 した。さらに次
数が10以 下では反例があることも示 し、想定 し得る最良の結果であることも保証した。
第5章 は計算機によって得 られた関連結果とそのプログラムを掲載 した付録である。第3章 において定義
したコンウェイの集合Ml3と同様の操作では、6重可移な集合を作 ることはできないことを計算機 を用 いて
確認 している。さらに、第4章 の主定理において、次数が11以 上 という仮定を取 り除いた場合に起 こる有
限個の例外 を、置換群データベースを用いて探索するプログラムとその結果を述べている。
以上要す るに本論文は、有限置換群の可移性に関し、新たに導入 された概念に基づく可移性の詳しい尺度
の決定 をし、さ らに新 しい視点か ら軌道の個数の評価 を与えたものであり、情報基礎科学および数学の発展
に寄与するところが少な くない。よって、本論文は、博士(情 報科学)の 学位論文として合格 と認める。
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